
VÝZNAMNÉ VĚTY

PŘEHLED HLAVNÍCH VĚT

1. Věty o aproximaci

Věta 1 (Weierstrassova o aproximaci spojitých funkćı polynomy, 1885). Bud’ f ∈
C([0, 1]) a ε > 0. Potom existuje polynom P tak, že

||f − P ||C([0,1]) < ε .

D̊ukaz. Náznak pomoćı Bernsteinových polynomů �

Věta 2 (Korovkinova o třech funkćıch, 1953). Necht’ {Tn} je posloupnost nezáporných
lineárńıch operátor̊u na prostoru C([0, 1]) a p0, p1, p2 polynomy definované pro x ∈
[0, 1) jako pj : x 7→ xj, j = 0, 1, 2. Jestlǐze Tnpj ⇒ pj na [0, 1] pro j = 0, 1, 2, potom
Tnf ⇒ f na [0, 1] pro každou funkci f ∈ C([0, 1]).

D̊ukaz. Důkaz založen na lemmatu: Bud’ f ∈ C([0, 1]) a ε > 0. Potom existuje
δ(ε) > 0 tak, že

|f(x) − f(y)| ≤ ε + δ(ε) |x − y|2 , x, y ∈ [0, 1] .

�

Věta 3. Necht’ H je prostor testovaćıch funkćı na kompaktu K. Potom

{f ∈ C(K) : f∗ = f∗ na K} ⊂ Kor(H) .

Poznámka. Je-li kompakt K metrizovatelný, potom

{f ∈ C(K) : f∗ = f∗ na K} = Kor(H) .

Věta 4. Je-li x ∈ K exponuj́ıćı bod, potom f∗(x) = f∗(x) pro každou f ∈ C(K).

Důsledek 5. Necht’ H je prostor testovaćıch funkćı na kompaktu K. Pokud každý
bod K je exponuj́ıćı, potom Kor(H) = C(K).

Věta 6 (Müntz, 1914). Necht’ 0 < λ1 < λ2 < . . . . Potom span{1, xλ1 , xλ2 , . . . } je
hustý v C([0, 1]), právě když

∞∑
n=1

1

λn

= ∞ .

D̊ukaz. BD �

Poznámka. Poznámka o konvergenci Fourierových řad: du Bois Reymond 1876,
Kolmogorov 1926, Carleson 1965, konvergence v Hilbertových prostorech, aplikace
principu stejnoměrné konvergence.

Věta 7 (Fejér, 1900). Necht’ f ∈ P(2π) a necht’ Tnf znač́ı aritmetický prúměr n

častečných součt̊u Fourierovy řady f . Potom Tnf → f stejnoměrně na [0, 2π] pro
každou f ∈ C(2π).
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2. Baireova věta o kategoríıch

Věta 8 (Baire pro R, 1899). Úplné metrické prostory jsou Baireovy.

Věta 9. (a) Každý úplný metrický prostor bez izolovaných bod̊u je nespočetný.
(b) Bud’ X Baire̊uv prostor a {fα}α∈A množina spojitých funkćı na X. Pokud

M(x) := sup{fα(x) : α ∈ A} < ∞

pro každé x ∈ X, potom existuje otevřená neprázdná množina G ⊂ X a
K > 0 tak, že M(x) < K pro každé x ∈ G.

(c) (Princip stejnoměrné omezenosti) Bud’ X Banach̊uv prostor, Y normovaný
lineárńı prostor a G ⊂ L(X,Y ). Pokud

sup{||Tx|| : T ∈ G} < ∞

pro každé x ∈ X, potom

sup{||T || : T ∈ G} < ∞ .

(d) Banach̊uv prostor nekonečné dimenze nem̊uže mı́t spočetnou Hamelovu bázi.

Věta 10. Lokálně kompaktńı prostory jsou Baireovy.

Věta 11 (Luzin, 1912). Bud’ P lokálně kompaktńı σ–kompaktńı prostor, µ Radonova
mı́ra na P a f µ–skoro všude konečná měřitelná funkce na P . Potom ke každému
ε > 0 existuje otevřená množina G ⊂ P tak, že µG < ε a f ↾ P \ G je spojitá.

D̊ukaz. Viz [LM], 18.2. �

Věta 12. (a) (Blumberg, 1922) Bud’ f reálná funkce na R. Potom existuje
množina D hustá v R tak, že f ↾ D je spojitá.

(b) (Bradford a Goffman, 1960) Bud’ P metrický prostor. Potom P je Blum-
berg̊uv, právě když je Baire̊uv.

D̊ukaz. BD �

Poznámky. (a) Blumbergovy (topologické) prostory jsou vždy Baireovy.
(b) (Lukeš-Zaj́ıček, 1976) Za předpokladu hypotézy kontinua existuje Baire̊uv

prostor, který neńı Blumberg̊uv.

3. Axiom výběru a jeho d̊usledky

(AC) (Axiom výběru.) Bud’ M disjunktńı soustava neprázdných podmnožin
množiny P . Potom existuje X ⊂ P tak, že X ∩ M je jednobodová množina pro
každé M ∈ M.

(WO) (Zemelova věta o dobrém uspořádáńı.) Každou množinu lze dobře uspořádat.
(HMP) (Hausdorffova věta o maximalitě.) Každá částečně uspořádaná množina

obsahuje maximálńı totálně uspořádanou podmnožinu.
(ZL) (Zornovo lemma.) Každá částečně uspořádaná množina, v ńıž každý řetězec

má horńı závoru, má maximálńı prvek.
(TY) (Tichonovova věta.) Kartézský součin kompaktńıch topologických prostor̊u

je kompakt.
(TYH) (Tichonovova věta.) Kartézský součin kompaktńıch Hausdorffových topo-

logických prostor̊u je kompakt.
(KM*) (Krejn–Milmanova věta.) Uzavřená jednotková koule v duálu Banachova

prostoru má extremálńı bod.
(KM) (Krejn–Milmanova věta.) Kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně kon-

vexńıho prostoru má extremálńı bod.
(AL) (Alaogluova věta.) Uzavřená jednotková koule v duálu Banachova prostoru

je w∗–kompaktńı.
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(HB) (Algebraická Hahn–Banachova věta.) Bud’ W vektorový prostor, M jeho
podprostor, p sublineárńı funkcionál na W a f lineárńı forma na M . Jestliže f ≤ p

na M , potom existuje lineárńı forma F na W tak, že F = f na M a F ≤ p na W .
(HBO) (Hahn–Banachova věta.) Spojité lineárńı formy na Banachově prostoru

oděluj́ı body.
(BC) (Baireova věta o kategoríıch.) Úplný metrický prostor je 2. kategorie.
(CG) (Věta o uzavřeném grafu.)
(PUB) (Princip stejnoměrné omezenosti.)
(BT) (Banach–Tarského paradox.) Uzavřenou jednotkovou kouli v R3 lze ”ro-

zložit”na 5 disjunktńıch část́ı, z nichž lze pak ”sestavit”dvě takovéto koule.
(non-LM) (Existence neměřitelné množiny.) Na R existuje lebesgueovsky neměřitelná

množina.
(VBa) Každý reálný či komplexńı vektorový prostor má (Hamelovu) bázi.
(HBa) Každý reálný či komplexńı Hilbert̊uv prostor má ortonormálńı bázi.

Věta 13 (Axiom výběru, ekvivalence a d̊usledky). V Zermelo–Fraenkelově axiomat-
ické teorii množin plat́ı následuj́ıćı vztahy:

(AC) ⇐⇒ (WO) ⇐⇒ (ZL) ⇐⇒ (HMP )

m

(TY ) ⇐⇒ (KM
∗) ⇐⇒ (AL & KM)

⇓ ⇑��

(AL) ⇐⇒ (TY H) & (C)

⇓ ⇑��

(HB) ⇐⇒ (HBO)

⇓

(BT ) =⇒ (non − LM)

(AC) =⇒ (BC) =⇒ (CG) =⇒ (PUB)
?

=⇒ (CG)
?

=⇒ (BC) =⇒�� (AC)

(AC) =⇒ (V Ba)
?

=⇒ (AC) =⇒ (HBa)
?

=⇒ (AC)

D̊ukaz. BD �

4. Konstrukce a existence spojitých funkćı

Lemma 14. Existuje množina A ⊂ R typu Fσ tak, že

λ(I ∩ A) > 0 a λ(I \ A) > 0

pro každý interval I ⊂ R.

D̊ukaz. Dvě konstrukce jsou uvedeny v [Problémy z MA], odst. 4.11. Jiný d̊ukaz
pomoćı metrického prostoru opatřeného (pseudo)metrikou ρ(A,B) := λ(A∆B). �

Věta 15 (Charakteristika funkćı prvńı Baireovy tř́ıdy). Bud’ P metrický prostor a
f reálná funkce na P . Následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

(i) f ∈ B1(P ),
(ii) množiny {x ∈ P : f(x) > α} a {x ∈ P : f(x) < α} jsou Fσ pro každé

α ∈ R.
Je–li P silně Baire̊uv prostor, je též ekvivalentńı podmı́nka
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(iii) je–li F ⊂ P neprázdná uzavřená množina, potom existuje x ∈ F tak, že
f ↾ F je spojitá v x.

Věta 16. Množina

{f ∈ C([0, 1]) : f je monotonńı na nějakém intervalu I ⊂ [0, 1]}

je prvńı kategorie v C([0, 1]).

Věta 17 (Vlastnosti köpckeovských funkćı). Bud’ f : R → R köpckeovská funkce a
[a, b] ⊂ R.

(a) Jestlǐze

A := {x ∈ R : f ′(x) > 0} a B := {x ∈ R : f ′(x) < 0} ,

potom A,B jsou disjunktńı Fσ–množiny a

λ(A ∩ I) > 0 a λ(B ∩ I) > 0

pro každý interval I ⊂ [a, b].
(b) Derivace f ′ je na [a, b] lebesgueovsky integrovatelná, ale neńı tam inte-

grovatelná riemannovsky.

Lemma 18. Bud’ D vektorový prostor všech omezených funkćı na R opatřený sup–
normou a

D0 := {f ∈ D : {x ∈ R : f(x) = 0} je hustá v R} .

Potom D je Banach̊uv prostor a D0 jeho uzavřený podprostor (a tedy též Banach̊uv).

Věta 19 (Weil, 1976). Množina

{f ∈ D0 : existuje interval If ⊂ R tak, že f na If neměńı znaménko}

je 1. kategorie v D0.

5. Integrace vzhledem ke konečně aditivńım mı́rám

Věta 20. Prostory ba(S) všech konečně aditivńıch měr a B(S) všech omezených
S–měřitelných funkćı opatřených př́ıslušnými normami jsou Banachovy.

D̊ukaz. BD �

Věta 21. Prostory ba(S) a (B(S))
∗

jsou izometricky izomorfńı. Je-li L ∈ (B(S))
∗
,

existuje právě jedna ν ∈ ba(S) tak, že

Lf =

∫
X

f dν pro f ∈ B(S) a ||L|| = ||ν|| .

Speciálně, duál k ℓ∞ je izometricky izomorfńı s ba.

6. Phillips, Schur a aplikace

Věta 22 (Phillips, 1940). Bud’te νn ∈ ba s vlastnost́ı νn(E) → 0 pro každou
množinu E ⊂ N. Potom

lim
n→∞

∞∑
j=1

|νn({j})| = 0 .

Speciálně, νn({n}) → 0.

D̊ukaz. BD �

Lemma 23. Bud’ X Banach̊uv prostor a M jeho komplementovaný podprostor.

Dále bud’te fn ∈ M∗ takové funkcionály, že fn
w∗

→ 0. Potom existuj́ı gn ∈ X∗ tak, že

gn = fn na M a gn
w∗

→ 0 .
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Věta 24 (Phillips, 1940). Prostor c0 nemá v ℓ∞ topologický doplněk.

Věta 25 (Schur). Konverguje-li posloupnost {fn} v prostoru ℓ1 slabě, konverguje
{fn} jǐz v normě.

XXXXXXXXXXXXXX KONEC ZIMNÍHO SEMESTRU XXXXXXXXXXXXX

7. Věty o aproximaci a rozšǐrováńı

Lemma 26. Existuje posloupnost polynom̊u {Pn} tak, že Pn ⇒ |x| na [0, 1].

D̊ukaz. Různé d̊ukazy. �

Věta 27 (Stone–Weierstrass). Bud’ K kompaktńı prostor a A ⊂⊂ C(K). Je–li A
bud’ algebra anebo svaz obsahuj́ıćı konstanty a odděluj́ıćı body K, potom A = C(K).

Poznámka. Bud’ K kompaktńı prostor a A ⊂⊂ C(K) obsahuj́ıćı konstanty. Je–li
A algebra, potom A je svaz a je–li A svaz, je A algebra.

Věta 28. Bud’ K kompaktńı prostor. Potom prostor C(K) je separabilńı, právě
když K je metrizovatelný.

D̊ukaz. Různé d̊ukazy obou implikaćı. �

Věta 29. Bud’te S, T kompaktńı prostory a

A := {f : existuje n a gj ∈ C(S) , hj ∈ C(T ) tak, že f(x, y) =
n∑

j=1

gj(x) hj(y)} .

Potom A = C(S × T ).

Věta 30. Bud’ (K, ρ) metrický kompakt a H množina funkćı h ∈ C(K), pro něž
existuje Ch > 0 tak, že

|h(x) − h(y)| ≤ Chρ(x, y) pro všechna x, y ∈ K .

Potom H = C(K).

Věta 31 (Tietze, 1915). Bud’ M uzavřená podmnožina metrického prostoru P a
f ∈ C(M). Potom existuje F ∈ C(P ) tak, že F = f na M a f(P ) ⊂ co f(M).

D̊ukaz. Klasický d̊ukaz, ale také d̊ukaz pomoćı Stone–Weierstrassovy věty pro kom-
paktńı př́ıpad. �

Věta 32 (Urysohn, 1925). Bud’te A,B uzavřené disjunktńı podmnožiny metrického
prostoru P . Potom existuje f ∈ C(P ) tak, že co f(P ) ⊂ [0, 1], f = 0 na A a f = 1
na B.

Věta 33 (Charakteristika normálńıch prostor̊u). Bud’ X topologický (Hausdorff̊uv)
prostor. Následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

(i) X je normálńı,
(ii) [Urysohn] jsou–li A,B ⊂ X disjunktńı uzavřené, potom existuje f ∈ C(X)

tak, že

co f(X) ⊂ [0, 1], f = 0 na A, f = 1 na B ,

(iii) [Tietze] je–li M ⊂ X uzavřená a f ∈ C(M), potom existuje F ∈ C(X) tak,
že

F = f na M a F (X) ⊂ co f(M) ,

(iv) [Tong – Katětov] je–li f shora polospojitá na X, g zdola polospojitá na X

a f ≤ g na X, potom existuje F ∈ C(X) tak, že f ≤ F ≤ g na X.

D̊ukaz. BD �
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Věta 34 (Dugundji, 1951). Bud’ M uzavřená podmnožina metrického prostoru P ,
Y lokálně konvexńı prostor a f : M → Y spojité zobrazeńı. Potom existuje spojité
zobrazeńı F : P → Y tak, že

F = f na M a F (P ) ⊂ co f(M) ,

D̊ukaz. BD �

Věta 35 (Brouwer, 1909). Bud’ K kompaktńı konvexńı podmnožina konečně dimen-
zionálńıho Banachova prostoru X a f : K → K spojité zobrazeńı. Potom existuje
x ∈ K tak, že f(x) = x.

D̊ukaz. Bez d̊ukazu pro jednotkovou kouli v Rn a poté použ́ıt Dugundjiho větu. �

Věta 36 (Borsuk 1933, Dugundji 1951). Bud’ M uzavřená podmnožina metrického
prostoru P . Potom existuje lineárńı operátor L : C(M) → C(P ) tak, že Lf = f na
M a Lf(P ) ⊂ co f(M) pro f ∈ C(M).

D̊ukaz. Důkaz pomoćı Dugundjiho věty. �

Označeńı. (a) Bud’ U ⊂ Rn, (n ≥ 3), omezená otevřená a S uzavřená podmnožina
regulárńıch bod̊u U . Označme

HU := {h ∈ C(U) : h harmonická na U} .

(b) Bud’ ∆ := {z ∈ C : |z| ≤ 1} a S ⊂ ∂∆ uzavřená Lebesgueovy mı́ry nula.
Označme

H∆ := {h ∈ C(∆) : h analytická na Int ∆} .

Věta 37 (Bliedtner a Hansen, 1984). Existuje pozitivńı lineárńı operátor L :
C(S) → HU .

D̊ukaz. BD �

Věta 38 (Rudin, Carleson 1956). Existuje pozitivńı lineárńı operátor L : C(S) →
H∆.

D̊ukaz. BD �

8. Selekce vět o aproximaci

Věta 39 (Fréchet–Riesz, 1907). Bud’ H (reálný) Hilbert̊uv prostor a F ∈ H∗.
Potom existuje právě jeden prvek h ∈ H tak, že

F (x) = (x, h) pro každé x ∈ H .

D̊ukaz. Dva r̊uzné d̊ukazy. �

Věta 40. Uzavřené konvexńı podmnožiny Hilbertova prostoru jsou Čebyševovy.

D̊ukaz. Dva r̊uzné d̊ukazy. �

Věta 41 (Ascoliho formulka). Bud’ X Banach̊uv prostor, ϕ ∈ X∗, ||ϕ|| = 1 a
x ∈ X. Potom

dist(x, ker ϕ) = |ϕ(x)| .

Věta 42. Pro Banach̊uv prostor X jsou nsleduj́ıćı výroky ekvivalentńı:

(i) je-li C ⊂ X konvexńı a x ∈ X takový bod, že PM (x) 6= ∅, je PM (x) jedno-
bodová množina,

(ii) jsou-li x, y ∈ SX , x 6= y, potom ||x+y
2 || < 1,

(iii) sféra SX neobsahuje úsečky,
(iv) extBX = SX .

D̊ukaz. BD �
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Věta 43 (James). Pro Banach̊uv prostor X jsou nsleduj́ıćı výroky ekvivalentńı:

(i) X je reflexivńı,
(ii) každá uzavřená konvexńı podmnožina X je proximinálńı,
(iii) je-li H uzavřená nadrovina v X, potom PM (0) 6= ∅.

D̊ukaz. Dva d̊ukazy pro imlikaci (i) =⇒ (ii). �

Věta 44 (Day–James). Banach̊uv prostor X je reflexivńı a striktně konvexńı, právě
když každá neprázdná uzavřená konvexńı podmnožina X je Čebyševova.

Věta 45 (Motzkin, 1935). Uzavřené Čebyševovy podmnožiny Rn jsou konvexńı.

D̊ukaz. BD �

Věta 46. Bud’ C konvexńı podmnožina Hilbertova prostoru. Potom far C ⊂ ext C.

Věta 47 (Kejn–Milmanova věta v Hilbertových prostorech). Bud’ X neprázdná
kompaktńı konvexńı podmnožina Hilbertova prostoru. Potom

X = co far X (= co ext X) .

Věta 48 (Krejn–Milmanova, 1940). Bud’ C neprázdná kompaktńı konvexńı podmnožina
lokálně konvexńıho prostoru. Potom C = co ext C.

D̊ukaz. Pouze myšlenka d̊ukazu �

Věta 49. Bud’ X separabilńı Banach̊uv prostor. Potom existuje prostý operátor
T ∈ L(X, ℓ2).

Věta 50 (Keller, 1931). Bud’ K metrizovatelná kompaktńı konvexńı podmnožina
lokálně konvexńıho prostoru. Potom K je afinně homeomorfńı kompaktńı konvexńı
podmnožině prostoru ℓ2.

Věta 51 (Krejn–Milmanova věta v metrizovatelném př́ıpadě). Bud’ K neprázdná
metrizovatelná kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho prostoru. Potom
K = co ext K.

D̊ukaz. Pomoćı Vět 47 a 50. �

Věta 52. Bud’ X kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho prostoru a
x ∈ X. Potom existuje µ ∈ M1(X) maj́ıćı za těžǐstě x a přitom sptµ ⊂ ext X.

9. KMP versus RNP

Věta 53 (Lebesgue–Radon–Nikodym). Bud’te µ, ν nezáporné konečné mı́ry na
měřitelném prostoru (Ω,S). Je–li ν absolutně spojitá v̊uči µ, existuje právě jedna
nezáporná h ∈ L1(µ) tak, že

ν(A) =

∫
A

h dµ pro každé A ∈ S .

D̊ukaz. Důkaz von Neumann̊uv. kromě toho náznaky d̊ukaz̊u variačńıho, pomoćı
Hahnova rozkladu znaménkové mı́ry či pomoćı Zornova lemmatu �

Lemma 54. Bud’ D omezená podmnožina Banachova prostoru. Následuj́ıćı výroky
jsou ekvivalentńı:

(i) D je zářezová,
(ii) ke každému ε > 0 existuje plátek S ⊂ D s vlastnost́ı diam S < ε.

Př́ıklad. Uzavřená jednotková koule v prostoru C([0, 1]) neńı zářezová.

Věta 55 (Lindenstrauss, 1966). Pro Banach̊uv prostor X je ekvivalentńı:

(i) X má Krejn–Milmanovu vlastnost,
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(ii) je–li B ⊂ X neprázdná omezená uzavřená konvexńı, potom ext B 6= ∅.

D̊ukaz. Pouze náznak přes Mazurovu větu a Bishop–Phelpsovu větu. �

Věta 56 (Lindenstrauss, 1966). Radon–Nikodymova vlastnost Banachova prostoru
(definovaná pomoćı plátk̊u) implikuje Krejn–Milmanovu vlastnost.

D̊ukaz. Náznak podobně jako u Krejn–Milmanovy věty ale s využit́ım Cantorovy
věty. �

Poznámka. Otevřeným problémem z̊ustává, zda KMP implikuje RNP.

XXXXXXXXXXXXXX KONEC LETNÍHO SEMESTRU XXXXXXXXXXXXX


