VYZNAMNE VETY

PREHLED HLAVNICH VET

1. Véty o aproximaci

Véta 1 (Weierstrassova o aproximaci spojitych funkcf polynomy, 1885). Bud f €
C([0,1]) a e > 0. Potom ezistuje polynom P tak, Ze

1f = Plleqo <e-
Drikaz. Néznak pomoci Bernsteinovych polynomu O
Véta 2 (Korovkinova o tfech funkcich, 1953). Nechf {T,} je posloupnost nezdpornijch
linedrnich operdtoru na prostoru C([0,1]) a po,p1,p2 polynomy definované pro x €

[0,1) jako p; : @ — a7, j = 0,1,2. Jestlize T,,p; = pj na [0,1] pro j =0,1,2, potom
T.f = f na[0,1] pro kazdou funkeci f € C([0,1]).

Diikaz. Dukaz zaloZen na lemmatu: Bud f € C([0,1]) a ¢ > 0. Potom existuje
d(e) > 0 tak, ze

f(@) = fy)l <e+d(e) [z —yf*, z,ye(0,1].

Véta 3. Necht 'H je prostor testovacich funkci na kompaktu K. Potom
{feCK): fo=f"naK} CKor(H).

Poznamka. Je-li kompakt K metrizovatelny, potom
{feC(K): fo=f"naK}=Kor(H).

Véta 4. Je-li x € K exponujict bod, potom f.(x) = f*(x) pro kaZdou f € C(K).

Disledek 5. Necht ‘H je prostor testovacich funkci na kompaktu K. Pokud kazdy
bod K je exponujici, potom Kor(H) = C(K).

Véta 6 (Miintz, 1914). Necht 0 < A\; < Ag < .... Potom span{1,2*,2*2 ...} je
husty v C([0,1]), prdvé kdyz

=1
> =
n=1

Dikaz. BD O

Poznamka. Poznamka o konvergenci Fourierovych fad: du Bois Reymond 1876,
Kolmogorov 1926, Carleson 1965, konvergence v Hilbertovych prostorech, aplikace
principu stejnomérné konvergence.

Véta 7 (Fejér, 1900). Necht f € P(27) a necht T, f znaci aritmeticky primér n
¢astecngjch souctiu Fourierovy tady f. Potom T,f — f stejnomérné na [0,27] pro
kazdou f € C(2m).
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2. Baireova véta o kategoriich

Véta 8 (Baire pro R, 1899). Uplné metrické prostory jsou Baireovy.

Véta 9. (a) Kazdy dplnyg metricky prostor bez izolovangch bodi je nespocetny.
(b) Bud X Bairetiv prostor a {fo}aca mnoZina spojitijch funkci na X. Pokud

M(z) :=sup{fa(z) :a € A} < 0

pro kazdé x € X, potom ezistuje oteviend neprdzdnd mnozZina G C X a
K >0 tak, ze M(x) < K pro kazdé x € G.

(c) (Princip stejnomérné omezenosti) Bud' X Banachiv prostor, Y normovany
linedrnd prostor a« & C L(X,Y). Pokud

sup{||Tz|| : T € &} < 0
pro kazdé x € X, potom
sup{||T|| : T € &} < 0.

(d) Banachiv prostor nekonecné dimenze nemuize mit spocetnou Hamelovu bdzi.
Véta 10. Lokdlné kompaktni prostory jsou Baireovy.

Véta 11 (Luzin, 1912). Bud P lokdlné kompaktni o —kompaktni prostor, u Radonova
mira na P a f pu—skoro vsude koneénd méritelnd funkce na P. Potom ke kaZdému
e > 0 existuje oteviend mnozina G C P tak, Ze uG < e a f | P\ G je spojitd.

Diikaz. Viz [LM], 18.2. O

Véta 12. (a) (Blumberg, 1922) Bud f redlnd funkce na R. Potom emistuje
mnozina D hustd v R tak, Ze f | D je spojitd.
(b) (Bradford a Goffman, 1960) Bud P metricky prostor. Potom P je Blum-
berguv, prdvé kdyz je Baireuv.

Dikaz. BD O

Poznamky. (a) Blumbergovy (topologické) prostory jsou vzdy Baireovy.
(b) (Lukes-Zajicek, 1976) Za predpokladu hypotézy kontinua existuje Baireuv
prostor, ktery neni Blumberguv.

3. Axiom vybéru a jeho dusledky

(AC) (Axiom vybéru.) Bud 9 disjunktni soustava neprdzdnych podmnoZin
mnoziny P. Potom existuje X C P tak, ze X N M je jednobodova mnozina pro
kazdé M € .

(WO) (Zemelova véta o dobrém uspoiaddni.) Kazdou mnozinu lze dobfe uspoiddat.

(HMP) (Hausdorffova véta o maximalité.) Kazdd ¢dstetné usporddand mnozina
obsahuje maximalni totalné usporadanou podmnozinu.

(ZL) (Zornovo lemma.) Kazd4 ¢dstetné usporddand mnozina, v niz kazdy fetézec
mé horni zdvoru, ma maximalni prvek.

(TY) (Tichonovova véta.) Kartézsky sou¢in kompaktnich topologickych prostort
je kompakt.

(TYH) (Tichonovova véta.) Kartézsky souc¢in kompaktnich Hausdorffovych topo-
logickych prostoru je kompakt.

(KM*) (Krejn—Milmanova véta.) Uzaviend jednotkova koule v dudlu Banachova
prostoru méa extremalni bod.

(KM) (Krejn-Milmanova véta.) Kompaktni konvexni{ podmnozina lokalné kon-
vexniho prostoru méa extremalni bod.

(AL) (Alaogluova véta.) Uzaviend jednotkové koule v dudlu Banachova prostoru
je w*—kompaktni.
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(HB) (Algebraickd Hahn-Banachova véta.) Bud W vektorovy prostor, M jeho
podprostor, p sublinedrni funkcional na W a f linedrni forma na M. Jestlize f < p
na M, potom existuje linedrni forma F na W tak, ze F= fna M a F <pnaW.

(HBO) (Hahn-Banachova véta.) Spojité linearni formy na Banachové prostoru
odéluji body.

(BC) (Baireova véta o kategoriich.) Uplny metricky prostor je 2. kategorie.

(CG) (Veéta o uzavieném grafu.)

(PUB) (Princip stejnomérné omezenosti.)

(BT) (Banach-Tarského paradox.) Uzavienou jednotkovou kouli v R? lze "ro-
zlozit”na 5 disjunktnich ¢asti, z nichz lze pak ”sestavit”dvé takovéto koule.

(non-LM) (Existence neméfitelné mnoziny.) Na R existuje lebesgueovsky neméfitelnd
mnozina.

(VBa) Kazdy realny ¢i komplexn{ vektorovy prostor mé (Hamelovu) bézi.

(HBa) Kazdy redlny ¢i komplexni Hilbertuv prostor méa ortonormélni bazi.

Véta 13 (Axiom vybéru, ekvivalence a dusledky). V Zermelo—Fraenkelové axiomat-
ické teorit mnozin plati ndsledugici vztahy:

(AC) <—= (WO) <= (ZL) < (HMP)
T
(TY) <= (KM") < (AL & KM)
4 X
(AL) < (TYH) & (C)

4 X
(HB) < (HBO)

U
(BT) = (non — LM)
(AC) = (BC) = (CG) = (PUB) == (CG) == (BC) >4(AC)
(AC) = (VBa) = (AC) => (HBa) == (AC)

Diikaz. BD 0

4. Konstrukce a existence spojitych funkci

Lemma 14. Existuje mnozZina A C R typu F, tak, Ze
AINA)>0 a AI\A) >0
pro kazdy interval I C R.

Diikaz. Dvé konstrukee jsou uvedeny v [Problémy z MA], odst. 4.11. Jiny dukaz
pomoci metrického prostoru opatfeného (pseudo)metrikou p(A, B) := A(AAB). O

Véta 15 (Charakteristika funkci prvni Baireovy tiidy). Bud P metricky prostor a
f redlnd funkce na P. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) feBuP),
(ii) mnoziny {x € P : f(x) > a} a{z € P : f(x) < a} jsou F, pro kazZdé
aeR.
Je—li P silné Baireuv prostor, je téz ekvivalentni podminka
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(i) je-li F C P neprdzdnd uzaviend mnoZina, potom existuje v € F tak, Ze
f I F je spojitd v x.
Véta 16. MnozZina
{f €C([0,1)]) : f je monotonni na néjakém intervalu I C [0, 1]}
je prond kategorie v C([0,1]).
Véta 17 (Vlastnosti kopckeovskych funkci). Bud f : R — R kdpckeovskd funkce a
[a,b] C R.
(a) Jestlize
A={zeR: f'(x)>0} a B:={zeR:f(z)<0},
potom A, B jsou disjunkini Fy—mnoZiny a
MANI)>0 a AXBNI)>0

pro kazdy interval I C [a,b].
(b) Derivace f' je na [a,b] lebesgueovsky integrovatelnd, ale neni tam inte-
grovatelnd riemannovsky.

Lemma 18. Bud D vektorovy prostor vsech omezengjch funkci na R opatieny sup—
normou a

Do:={feD:{zeR: f(x) =0} je hustd vR}.
Potom D je Banachiv prostor a Dy jeho uzavieny podprostor (a tedy téZ Banachiv).
Véta 19 (Weil, 1976). Mnozina
{f € Dy : ezistuje interval Iy C R tak, Ze f na Iy neméni znaménko}

je 1. kategorie v Dy.

5. Integrace vzhledem ke konec¢né aditivnim miram
Véta 20. Prostory ba(S) vsech koneéné aditivnich mér a B(S) vSech omezenych
S—-meéritelnych funkci opatiengch prislusnymi normami jsou Banachovy.
Dikaz. BD O

Véta 21. Prostory ba(S) a (B(S))" jsou izometricky izomorfni. Je-li L € (B(S))",
existuje prdvé jedna v € ba(S) tak, Ze

Lf= [ favprofeB(s)alLl =
X
Specidlné, dudl k > je izometricky izomorfni s ba.

6. Phillips, Schur a aplikace

Véta 22 (Phillips, 1940). Budte v, € ba s vlastnosti v,(E) — 0 pro kazdou
mnoZinu £ C N. Potom

lim > ({51 =0.
j=1
Specidlné, v,({n}) — 0.
Diikaz. BD O

Lemma 23. Bud X Banachiv prostor a M jeho komplementovany podprostor.
Ddle bud'te f,, € M* takové funkciondly, e f, = 0. Potom existuji g, € X* tak, Ze

gn=fn mnaM a gnw—tO.
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Véta 24 (Phillips, 1940). Prostor co nemd v £>° topologicky doplnék.

Véta 25 (Schur). Konverguje-li posloupnost {f,} v prostoru £* slabé, konverguje
{fn} jiZ v normé.

XXXXXXXXXXXXXX KONEC ZIMNIHO SEMESTRU XXXXXXXXXXXXX

7. Véty o aproximaci a rozSifovani

Lemma 26. Existuje posloupnost polynomi {P,} tak, Ze P, = |x| na [0, 1].
Diikaz. Ruzné dukazy. O

Véta 27 (Stone-Weierstrass). Bud K kompaktni prostor a A CC C(K). Je-li A
bud’ algebra anebo svaz obsahujici konstanty a oddélujici body K, potom A = C(K).

Pozndmka. Bud K kompaktni prostor a A CC C(K) obsahujici konstanty. Je-li
A algebra, potom A je svaz a je-1i A svaz, je A algebra.

Véta 28. Bud K kompaktni prostor. Potom prostor C(K) je separabilni, prdvé
kdyz K je metrizovatelny.

Diikaz. Ruzné dukazy obou implikaci. a
Véta 29. Budte S,T kompaktni prostory a

A:={f: existujen a g; € C(S),h; € C(T) tak, Ze f(z,y) = Zgj(x) hi(y)}.
j=1

Potom A=C(S xT).

Véta 30. Bud (K, p) metricky kompakt a H mnoZina funkci h € C(K), pro néz
ezistuje Cp, > 0 tak, Ze

|h(z) — h(y)| < Crp(z,y) pro viechna x,y € K .
Potom 'H = C(K).

Véta 31 (Tietze, 1915). Bud M wuzaviend podmnozina metrického prostoru P a
feC(M). Potom ezistuje F' € C(P) tak, ¢ F = f na M a f(P) C co f(M).

Dikaz. Klasicky dukaz, ale také dukaz pomoci Stone—Weierstrassovy véty pro kom-
paktni piipad. O

Véta 32 (Urysohn, 1925). Budte A, B uzaviené disjunkinid podmmnoZiny metrického
prostoru P. Potom existuje f € C(P) tak, Ze co f(P) C [0,1], f=0na Aa f=1
na B.

Véta 33 (Charakteristika normdlnich prostori). Bud X topologicky (Hausdor{fiv)
prostor. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) X je normdlng,
(ii) [Urysohn] jsou-li A, B C X disjunktni uzaviené, potom ezistuje f € C(X)
tak, Ze
cof(X)C[0,1],f=0na A, f=1naB,
(iii) [Tietze] je-li M C X wuzaviend a f € C(M), potom existuje F € C(X) tak,
ze
F=fnaMaF(X)Ccof(M),
(iv) [Tong — Katétov] je-li f shora polospojitd na X, g zdola polospojitd na X
a f < g naX, potom existuje F € C(X) tak, 2e f < F < g na X.

Dikaz. BD O
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Véta 34 (Dugundji, 1951). Bud' M wuzaviend podmnozina metrického prostoru P,
Y lokdlné konvexni prostor a f : M — Y spojité zobrazeni. Potom existuje spojité
zobrazeni F' : P — 'Y tak, Ze

F=fnaMaF(P)Ccof(M),
Diikaz. BD O

Véta 35 (Brouwer, 1909). Bud K kompaktni konvezni podmnoZina koneéné dimen-
ziondlniho Banachova prostoru X a f : K — K spojité zobrazeni. Potom existuje
x € K tak, ze f(x) = x.

Drikaz. Bez dukazu pro jednotkovou kouli v R™ a poté pouzit Dugundjiho vétu. 0O

Véta 36 (Borsuk 1933, Dugundji 1951). Bud’ M wuzaviend podmnozina metrického
prostoru P. Potom existuje linedrni operdtor L : C(M) — C(P) tak, Ze Lf = f na
M a Lf(P) Ccof(M) pro f eC(M).

Diikaz. Dukaz pomoci Dugundjiho véty. |

Oznaceni. (a) Bud U C R", (n > 3), omezena oteviena a S uzaviena podmnozina
regularnich bodi U. Ozna¢me

Hy == {h € C(U) : h harmonickd na U} .

(b) Bud A :={z € C: |z] <1} a S C A uzaviend Lebesgueovy miry nula.
Ozna¢me

Ha :={h € C(A) : h analytickd na Int A}.
Véta 37 (Bliedtner a Hansen, 1984). Euxistuje pozitivni linedrni operdtor L :
Diikaz. BD 0

Véta 38 (Rudin, Carleson 1956). Existuje pozitivnd linedrni operdtor L : C(S) —
Ha.

Diikaz. BD 0

8. Selekce vét o aproximaci

Véta 39 (Fréchet—Riesz, 1907). Bud H (redlny) Hilbertiv prostor a F € H*.
Potom existuje prdvé jeden prvek h € H tak, Ze

F(z) = (z,h) prokazdéx € H .
Drikaz. Dva ruzné dukazy. |
Véta 40. Uzaviené konvexni podmnoziny Hilbertova prostoru jsou Cebysevouy.
Drikaz. Dva ruzné dukazy. O

Véta 41 (Ascoliho formulka). Bud X Banachiv prostor, o € X*, |lp|| = 1 a
z € X. Potom

dist(z, ker ) = |p(z)] .
Véta 42. Pro Banachuv prostor X jsou nsledujici vyroky ekvivalentni:
(i) je-li C C X konvezni a x € X takovy bod, Ze Py(x) # 0, je Pr(z) jedno-
bodovda mnoZina,
(ii) jsou-li z,y € Sx, = # y, potom ||ZEL|| < 1,
(iii) sféra Sx neobsahuje usecky,
(iV) EXtBX = Sx.

Dikaz. BD O
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Véta 43 (James). Pro Banachiv prostor X jsou nsledujici vgroky ekvivalentni:
(i) X je reflexivnt,
(ii) kaZdd uzaviend konvexni podmnozina X je proximindlni,
(iii) je-li H uzavrend nadrovina v X, potom Py (0) # 0.
Diikaz. Dva dukazy pro imlikaci (i) = (4i). O
Véta 44 (Day—James). Banachuv prostor X je reflexivoni a strikiné konvexnd, prdvé
kdyz kazZda neprdzdnd uzavrend konverni podmnozina X je Cebysevova.

Véta 45 (Motzkin, 1935). Uzaviené Cebysevovy podmnoziny R™ jsou konvexn.
Diikaz. BD |
Véta 46. Bud C konvexni podmnoZina Hilbertova prostoru. Potom far C C ext C.

Véta 47 (Kejn—Milmanova véta v Hilbertovych prostorech). Bud X neprdzdnd
kompaktni konvexni podmnozina Hilbertova prostoru. Potom

X=ctofarX (=coextX).

Véta 48 (Krejn—Milmanova, 1940). Bud’ C neprdzdnd kompaktni konvexns podmnoZina
lokdlné konvexniho prostoru. Potom C = ¢o ext C.

Diikaz. Pouze myslenka dukazu |

Véta 49. Bud X separabilni Banachiv prostor. Potom ezistuje prosty operdtor
T € L(X,0?).

Véta 50 (Keller, 1931). Bud K metrizovatelnd kompaktni konvezni podmnoZina
lokdlné konvexniho prostoru. Potom K je afinné homeomorfni kompaktni konvexni
podmmnoziné prostoru 2.

Véta 51 (Krejn—Milmanova véta v metrizovatelném pifpadé). Bud K neprdzdnd
metrizovatelnd kompaktni konvexni podmnozina lokdlné konvexniho prostoru. Potom
K =coext K.

Dikaz. Pomoci Vét 47 a 50. O

Véta 52. Bud X kompaktni konvexni podmnoZina lokdiné konverniho prostoru a

x € X. Potom existuje p € MY (X) magjici za téZisté x a pritom spt u C ext X.

9. KMP versus RNP

Véta 53 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Bud'te u,v nezdporné koneéné miry na
méritelném prostoru (Q,S). Je-li v absolutné spojitd vici u, existuje pravé jedna
nezdpornd h € L () tak, Ze

v(A) = / hdyp  pro kazdé Ae€S.
A
Diukaz. Dukaz von Neumannuv. kromé toho ndznaky dukazu varia¢niho, pomoci
Hahnova rozkladu znaménkové miry ¢i pomoci Zornova lemmatu O

Lemma 54. Bud D omezend podmnoZina Banachova prostoru. Ndsledujici vijroky
jsou ekvivalentni:

(i) D je zdrezovd,
(ii) ke kazdému e > 0 existuje pldtek S C D s vlastnosti diam S < €.
Piiklad. Uzaviend jednotkovd koule v prostoru C([0,1]) neni zdfezova.

Véta 55 (Lindenstrauss, 1966). Pro Banachiv prostor X je ekvivalentni:
(i) X md Krejn—Milmanovu vlastnost,
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(ii) je—li B C X neprdzdnd omezend uzaviend konvezni, potom ext B # ().
Diikaz. Pouze ndznak pies Mazurovu vétu a Bishop—Phelpsovu vétu. O

Véta 56 (Lindenstrauss, 1966). Radon—Nikodymova vlastnost Banachova prostoru
(definovand pomoci pldtki) implikuje Krejn—Milmanovu vlastnost.

Drikaz. Néznak podobné jako u Krejn—Milmanovy véty ale s vyuzitim Cantorovy
veéty. (|

Poznamka. Otevienym problémem zustava, zda KMP implikuje RNP.

XXXXXXXXXXXXXX KONEC LETNIHO SEMESTRU XXXXXXXXXXXXX



